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Gabarito de VE2 - Calculo 2B - Turma C1+4C2 - Prof. Zhou Cong

Questao 1 (20 pts). Seja f : R? — R? uma funcdo definida por :

fz,y) = sen(ay®) — y°.
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(a) (5 pts) Calcule a derivada direcional 8—f(1, 1) no ponto (1,1) na diregao do vetor v = (
v

(b) (8 pts) Escreva o polinomio de Taylor de grau 9 centrado no ponto (0,0) da funcéo f.
f

(c) (7 pts) Calcule 9230y

(0,0) (dica: vocé pode usar o polinémio obtido no item (b)).

Solugao: Como a fungao f é formada por composicao de fungoes diferenciaveis, f é diferencidvel. Portanto:
0 3v2
08 (1,1) = (v1(1,1), (2. %)) = 222 (cas(t) - 1).
ov 2
Para encontrar o polinémio de Taylor de grau 9 da funcao f em (0,0), vamos comegar escrevendo o polinémio
de grau 3 da funcgao sent que é:

t3

Fazendo a mudanca de varidvel ¢t = zy2, obtemos o polinémio de Taylor de grau 9 da funcio sen(xy?):

R L)
p(z,y) = xy T

Portanto o polinémio de Taylor de grau 9 da funcio sen(zy?) — y3 centrado no ponto (0,0) é:

230
a(z,y) = 2y* —y° = -
Todas as derivadas parciais de ordem < 9 no ponto (0,0) sao iguais a da f(x,y). Em particular:
f q 6! - 3!
—a =——=(0,0) = — = —6!.
8:5383/6( »0) 8$38y6( ,0) 3!

Questao 2 (25 pts + 5 bonus). Seja f : R? — R? uma funcio definida por:

flz,y) = zy.
Considere o conjunto C' = {(m, y) € R%; 502 — 6y + 5y? < 4}.

(a) (5 bonus) Esboge o conjunto C.
(b) (10 pts) A funcao f possui maximo e minimo no conjunto C? Justifique.

(c¢) (15 pts) Encontre todos os pontos de maximos e minimos globais da funcao f no conjunto C.

Primero escrevemos a desigualdade 522 — 62y + 5% < 4 na forma:

2
2, (@+y)
(x —y)* + 52 <1.
Para chegar nessa expressao, uma alternativa é escrever o termo do lado esquerdo da equacao como o produto
de matrizes e depois procuremos os autovalores e autovetores dessa matriz que serao 8 e 2 respectivamente,
associados a (—1,1) e (1,1) (confira as notas da aula).
Pela expressao acima, vimos que o conjunto representado € o interior e a fronteira de elipse representado na

figura abaixo:



(—;,5)///7(1,1)
H—l)b//(%?—;) ;

Note que os eixos principais do elipse sio direces (1,1) e (—1,1) com as amplitudes v/2 e g respectivamente.
Uma outra alternativa para verificar que o conjunto é uma elipse e o seu interior mostrar que os autovalores

da matriz:
5 -3
-3 5

sao positivas provando que o seu determinante e o seu trago sao ambos positivos.

Como o conjunto dada pela desigualdade é o elipse e o seu interior, esse conjunto é fechado e limitado (i.e.
compacto), pelo Teorema de Weierstrass (ou Teorema de valor extremo), a fun¢ao continua f atinge valor
maximo e minimo nesse conjunto. Para encontrar os pontos em que a funcao assume os valores extremos
precisamos encontrar os pontos criticos no interior e os pontos extremos na fronteira.

No interior, resolvemos V f(z,y) = (0,0), obtendo o ponto (0,0). A matriz Hessiana nesse ponto é:

0 1
10
que possui determinante negativo, portanto (0,0) é um ponto de sela.

Na fronteira, definimos g(x,y) = 522 — 6zy + 5y — 4. Daf Vg(z,y) = (10z — 6y, 10y — 6x). Resolvemos
o sistema:

{ Vf(z,y) + X Vg(z,y) = (0,0)
g(x,y) =0

O sistema consiste em trés equacoes:

y+A-(10z —6y) =0
z+ A (10y —6x) =0
522 — 6y + 5y? =4

No sistema acima, multiplicamos a primeira equagao por (10y — 6x), a segunda equagao por (10x — 6y) e
substraindo uma pela outra, obteremos:

2=y = =4y
Substituindo x = +y na terceira equagao do sistema, encontraremos os pontos (1,1), (—1,—1), (—%, %) e
(%, —%) E imediato que:
1

Portanto o maximo é atingido nos pontos (1,1), (—1 —1) e o minimo é atlngldo nos pontos (—5, %) e (%, —%)

Questao 3 (20 pts). Considere a composi¢ao das trés fungoes seguintes. A primeira funcdo é uma curva
v : R — R3 definida por:

v(t) = (cos(3t),sent, t).

A segunda funcdo F : R — R3 é de classe C! e tal que as matrizes Jacobianas nos pontos (0, %, 1) e

( 1, ‘ég, g) sao respectivamente:
1 00 010
DF(0,3,1)=0 0 1 e DF(—l,@,g): 10 0
010 0 0 1
A terceira funcio é uma projecao P : R? — R? no plano yz, em outras palavras, P(x,y,2) = (y,z). Calcule



a matriz Jacobiana da composicio G = (P o F o) : R! — R? no ponto t = 3, isto &

dG d T

| — = — — = 7

dt <3) dt(POFOV)(?,) ‘
Como G = (P o F o7), pela Regra da Cadeia, temos:

(%)= DP (F(+(3))) - DF (+(5)) - (

)

w3

Portanto:
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Questao 4 (15 pts). Considere a funcdo F : R? — R? dada pela equacao:
F(a,r) = (z(a,7),y(a,r)) = (asinhr, acoshr).

(a) (10 pts) Encontre todos os pontos (ag, o) € R? tais que a funcdo F possui uma inversa local.

OF—1
b) (5 pts) Calcule a matriz Jacobiana
") Eot) o(r.)

sinhr acoshr
coshr asinhr /)~

O determinante dessa matriz é igual a —a. Portanto a matriz Jacobiana no ponto (ag, o) é inversivel se, e

(0,a) da fungao inversa no ponto F(a,r) = (0,a).

A matriz Jacobiana da Fungao F' é:

somente se, ag # 0.
Primeiro, fazendo (x(a,r),y(a,r)) = (0,a), temos asinhr = 0 e acoshr = a. Logo obtemos r = 0. Portanto
pelo Teorema da Funcao Inversa:

1

e

OF~1 sinh0 acosh0 \ * 0 a\ "
8(x,y)(0’a)_DF(a’0)_<coshO asinh0> _<1 0) _<

Questao 5 (20 pts). Considere a funcio f : R? — R? dada pela expressio:
Flp,0,6) = (x(p,0,6), y(p,0,$)) = (cos Osen ¢, sen 0 sen ¢).

(a) (15 pts) Determine todos os pontos (po, 0o, Po) tais que a relagao:

F(p,0,9) — (z0,y0) = (0,0),  com (2o, y0) = F(po,bo, do)-
define, a priori, (0, ¢) como fungoes de p numa vizinhanga do ponto py.
A0, 9) (x
dp (6)
Para aplicar o Teorema da Fungao Implicita, vamos verificar quando a matriz abaixo é inversivel:

oF (p.0.6) = —senfsen¢ cosbcos¢
(0, ¢) P Y @)= cosflsen¢ senfcosp |-

O determinante desta matriz é —sen ¢ cos ¢. Portanto a matriz é inversivel se, e somente se ¢ # %r com
k € Z (conjunto de nimeros inteiros). Pelo teorema da Funcao Implicita:

(9, p) :( OF )‘1 OF

Q= O

(b) (5 pts) Calcule a derivada

dp 00,9)) op
Através de uma conta direta (e imediata), temos:
oF
Fp(p> 97 (b) = 07 para qualquer (p> 97 (b)
Portanto:
d(f, ¢)




